
Планарный граф – граф, который можно изобразить на плоскости без
пересечений ребер не по вершинам. Какое-либо конкретное изображение пла-
нарного графа на плоскости называется плоским графом.

Области, на которые граф разбивает плоскость, называются его гранями.
Неограниченная часть плоскости – тоже грань, называется внешней гранью.

Простой граф (конечный граф без кратных ребер и петель) называется мак-
симально планарным, если он плоский, но добавление любого ребра (на за-
данному наборе вершин) разрушило бы это свойство.

Каждая грань в максимально планарном графе имеет три вершины, поэто-
му максимально планарный граф называется триангулированным и имеет
ровно три внешних ребра.

Формула Эйлера. Если планарный связный граф имеет v вершин, e –
количество ребер, f – количество граней, то они связаны формулой v−e+f = 2.

Следствие из формулы Эйлера. Планарный граф с числом вершин v ≥
3 имеет не более 3v − 6 ребер. Триангулированный граф с v вершинами имеет
3v − 6 ребер.

Доказательство. Каждая грань графа ограничена не менее тремя ребра-
ми, а каждое ребро является границей не более двух граней, тогда 3f ≤ 2e.
Отсюда по формуле Эйлера следует:

2 = v − e+ f ≤ v − e+
2

3
e⇒ e ≤ 3v − 6.

Для максимальнопланарного графа выполняется равенство 3f = 2e, анало-
гично из формулы Эйлера получаем e = 3v − 6 и f = 2v − 4.
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Что такое цепи Маркова? 

 

 

Случайные переменные и случайные процессы 

 

Прежде чем вводить понятие цепей Маркова, давайте вкратце вспомним базовые, но 

важные понятия теории вероятностей. 

 

Во-первых, вне языка математики случайной величиной X считается величина, которая 

определяется результатом случайного явления. Его результатом может быть число (или 

«подобие числа», например, векторы) или что-то иное. Например, мы можем определить 

случайную величину как результат броска кубика (число) или же как результат бросания 

монетки (не число, если только мы не обозначим, например, «орёл» как 0, а «решку» как 

1). Также упомянем, что пространство возможных результатов случайной величины может 

быть дискретным или непрерывным: например, нормальная случайная величина 

непрерывна, а пуассоновская случайная величина дискретна. 

 

Далее мы можем определить случайный процесс (также называемый стохастическим) как 

набор случайных величин, проиндексированных множеством T, которое часто обозначает 

разные моменты времени (в дальнейшем мы будем считать так). Два самых 

распространённых случая: T может быть или множеством натуральных чисел (случайный 

процесс с дискретным временем), или множеством вещественных чисел (случайный 

процесс с непрерывным временем). Например, если мы будем бросать монетку каждый 

день, то зададим случайный процесс с дискретным временем, а постоянно меняющаяся 

стоимость опциона на бирже задаёт случайный процесс с непрерывным временем. 

Случайные величины в разные моменты времени могут быть независимыми друг от друга 

(пример с подбрасыванием монетки), или иметь некую зависимость (пример со 

стоимостью опциона); кроме того, они могут иметь непрерывное или дискретное 

пространство состояний (пространство возможных результатов в каждый момент 

времени). 



 

Марковское свойство и цепь Маркова 

 

Существуют хорошо известные семейства случайных процессов: гауссовы процессы, 

пуассоновские процессы, авторегрессивные модели, модели скользящего среднего, цепи 

Маркова и другие. Каждое из этих отдельных случаев имеет определённые свойства, 

позволяющие нам лучше исследовать и понимать их. 

 

Одно из свойств, сильно упрощающее исследование случайного процесса — это 

«марковское свойство». Если объяснять очень неформальным языком, то марковское 

свойство сообщает нам, что если мы знаем значение, полученное каким-то случайным 

процессом в заданный момент времени, то не получим никакой дополнительной 

информации о будущем поведении процесса, собирая другие сведения о его прошлом. 

Более математическим языком: в любой момент времени условное распределение 

будущих состояний процесса с заданными текущим и прошлыми состояниями зависит 

только от текущего состояния, но не от прошлых состояний (свойство отсутствия 

памяти). Случайный процесс с марковским свойством называется марковским 

процессом. 

 



Марковское свойство обозначает, что если мы знаем текущее состояние в заданный 

момент времени, то нам не нужна никакая дополнительная информация о будущем, 

собираемая из прошлого. 

 

На основании этого определения мы можем сформулировать определение «однородных 

цепей Маркова с дискретным временем» (в дальнейшем для простоты мы их будем 

называть «цепями Маркова»). Цепь Маркова — это марковский процесс с дискретным 

временем и дискретным пространством состояний. Итак, цепь Маркова — это дискретная 

последовательность состояний, каждое из которых берётся из дискретного пространства 

состояний (конечного или бесконечного), удовлетворяющее марковскому свойству. 

 

Математически мы можем обозначить цепь Маркова так: 

 

 
 

где в каждый момент времени процесс берёт свои значения из дискретного множества E, 

такого, что 

 

 
 

Тогда марковское свойство подразумевает, что у нас есть 

 

 
 

Снова обратите внимание, что эта последняя формула отражает тот факт, что для 

хронологии (где я нахожусь сейчас и где я был раньше) распределение вероятностей 

следующего состояния (где я буду дальше) зависит от текущего состояния, но не от 

прошлых состояний. 

Характеризуем динамику случайности цепи Маркова 

 

В предыдущем подразделе мы познакомились с общей структурой, соответствующей 

любой цепи Маркова. Давайте посмотрим, что нам нужно, чтобы задать конкретный 

«экземпляр» такого случайного процесса. 

 

Сначала заметим, что полное определение характеристик случайного процесса с 

дискретным временем, не удовлетворяющего марковскому свойству, может быть 

сложным занятием: распределение вероятностей в заданный момент времени может 

зависеть от одного или нескольких моментов в прошлом и/или будущем. Все эти 

возможные временные зависимости потенциально могут усложнить создание 

определения процесса. 

 

Однако благодаря марковскому свойству динамику цепи Маркова определить довольно 

просто. И в самом деле. нам нужно определить только два аспекта: исходное 

распределение вероятностей (то есть распределение вероятностей в момент времени 

n=0), обозначаемое 

 



 
 

и матрицу переходных вероятностей (которая даёт нам вероятности того, что состояние 

в момент времени n+1 является последующим для другого состояния в момент n для 

любой пары состояний), обозначаемую 

 

 
 

Если два этих аспекта известны, то полная (вероятностная) динамика процесса чётко 

определена. И в самом деле, вероятность любого результата процесса тогда можно 

вычислить циклически. 

 

Пример: допустим, мы хотим знать вероятность того, что первые 3 состояния процесса 

будут иметь значения (s0, s1, s2). То есть мы хотим вычислить вероятность 

 

 
 

Здесь мы применяем формулу полной вероятности, гласящую, что вероятность получения 

(s0, s1, s2) равна вероятности получения первого s0, умноженного на вероятность 

получения s1 с учётом того, что ранее мы получили s0, умноженного на вероятность 

получения s2 с учётом того, что мы получили ранее по порядку s0 и s1. Математически это 

можно записать как 

 

 
 

И затем проявляется упрощение, определяемое марковским допущением. И в самом деле, 

в случае длинных цепей мы получим для последних состояний сильно условные 

вероятности. Однако в случае цепей Маркова мы можем упростить это выражение, 

воспользовавшись тем, что 

 

 
 

получив таким образом 

 

 
 

Так как они полностью характеризуют вероятностную динамику процесса, многие 

сложные события можно вычислить только на основании исходного распределения 

вероятностей q0 и матрицы переходной вероятности p. Стоит также привести ещё одну 

базовую связь: выражение распределения вероятностей во время n+1, выраженное 

относительно распределения вероятностей во время n 

 

 
 

 



Цепи Маркова в конечных пространствах состояний 

 

 

Представление в виде матриц и графов 

 

Здесь мы допустим, что во множестве E есть конечное количество возможных состояний 

N: 

 

 
 

Тогда исходное распределение вероятностей можно описать как вектор-строку q0 

размером N, а переходные вероятности можно описать как матрицу p размером N на N, 

такую что 

 

 
 

Преимущество такой записи заключается в том, что если мы обозначим распределение 

вероятностей на шаге n вектором-строкой qn, таким что его компоненты задаются 

 

 
 

тогда простые матричные связи при этом сохраняются 

 

 
 

(здесь мы не будем рассматривать доказательство, но воспроизвести его очень просто). 

 

 
 

Если умножить справа вектор-строку, описывающий распределение вероятностей на 

заданном этапе времени, на матрицу переходных вероятностей, то мы получим 

распределение вероятностей на следующем этапе времени. 



 

Итак, как мы видим, переход распределения вероятностей из заданного этапа в 

последующий определяется просто как умножение справа вектора-строки вероятностей 

исходного шага на матрицу p. Кроме того, это подразумевает, что у нас есть 

 

 
 

Динамику случайности цепи Маркова в конечном пространстве состояний можно с 

лёгкостью представить как нормированный ориентированный граф, такой что каждый 

узел графа является состоянием, а для каждой пары состояний (ei, ej) существует ребро, 

идущее от ei к ej, если p(ei,ej)>0. Тогда значение ребра будет той же вероятностью p(ei,ej). 

Пример: читатель нашего сайта 

 

Давайте проиллюстрируем всё это простым примером. Рассмотрим повседневное 

поведение вымышленного посетителя сайта. В каждый день у него есть 3 возможных 

состояния: читатель не посещает сайт в этот день (N), читатель посещает сайт, но не читает 

пост целиком (V) и читатель посещает сайт и читает один пост целиком (R ). Итак, у нас 

есть следующее пространство состояний: 

 

 

Допустим, в первый день этот читатель имеет вероятность 50% только зайти на сайт и 

вероятность 50% посетить сайт и прочитать хотя бы одну статью. Вектор, описывающий 

исходное распределение вероятностей (n=0) тогда выглядит так: 

 

 

Также представим, что наблюдаются следующие вероятности: 

• когда читатель не посещает один день, то имеет вероятность 25% не посетить 

его и на следующий день, вероятность 50% только посетить его и 25% — 

посетить и прочитать статью 

• когда читатель посещает сайт один день, но не читает, то имеет вероятность 

50% снова посетить его на следующий день и не прочитать статью, и 

вероятность 50% посетить и прочитать 

• когда читатель посещает и читает статью в один день, то имеет вероятность 

33% не зайти на следующий день (надеюсь, этот пост не даст такого 

эффекта!), вероятность 33% только зайти на сайт и 34% — посетить и снова 

прочитать статью 



 

Тогда у нас есть следующая переходная матрица: 

 

 

Из предыдущего подраздела мы знаем как вычислить для этого читателя вероятность 

каждого состояния на следующий день (n=1) 

 

 

Вероятностную динамику этой цепи Маркова можно графически представить так: 

 

 

Представление в виде графа цепи Маркова, моделирующей поведение нашего 

придуманного посетителя сайта. 

 

 

Свойства цепей Маркова 

 

В этом разделе мы расскажем только о некоторых самых базовых свойствах или 

характеристиках цепей Маркова. Мы не будем вдаваться в математические подробности, а 

представим краткий обзор интересных моментов, которые необходимо изучить для 



использования цепей Маркова. Как мы видели, в случае конечного пространства 

состояний цепь Маркова можно представить в виде графа. В дальнейшем мы будем 

использовать графическое представление для объяснения некоторых свойств. Однако не 

стоит забывать, что эти свойства необязательно ограничены случаем конечного 

пространства состояний. 

 

 

Разложимость, периодичность, невозвратность и возвратность 

 

В этом подразделе давайте начнём с нескольких классических способов характеризации 

состояния или целой цепи Маркова. 

 

Во-первых, мы упомянем, что цепь Маркова неразложима, если можно достичь любого 

состояния из любого другого состояния (необязательно, что за один шаг времени). Если 

пространство состояний конечно и цепь можно представить в виде графа, то мы можем 

сказать, что граф неразложимой цепи Маркова сильно связный (теория графов). 

 

 

Иллюстрация свойства неразложимости (несокращаемости). Цепь слева нельзя 

сократить: из 3 или 4 мы не можем попасть в 1 или 2. Цепь справа (добавлено одно 

ребро) можно сократить: каждого состояния можно достичь из любого другого. 

 

Состояние имеет период k, если при уходе из него для любого возврата в это состояние 

нужно количество этапов времени, кратное k (k — наибольший общий делитель всех 

возможных длин путей возврата). Если k = 1, то говорят, что состояние является 

апериодическим, а вся цепь Маркова является апериодической, если апериодичны все её 

состояния. В случае неприводимой цепи Маркова можно также упомянуть, что если одно 

состояние апериодическое, то и все другие тоже являются апериодическими. 



 

 

Иллюстрация свойства периодичности. Цепь слева периодична с k=2: при уходе из 

любого состояния для возврата в него всегда требуется количество шагов, кратное 2. 

Цепь справа имеет период 3. 

 

Состояние является невозвратным, если при уходе из состояния существует ненулевая 

вероятность того, что мы никогда в него не вернёмся. И наоборот, состояние 

считается возвратным, если мы знаем, что после ухода из состояния можем в будущем 

вернуться в него с вероятностью 1 (если оно не является невозвратным). 

 

 

Иллюстрация свойства возвратности/невозвратности. Цепь слева имеет такие 

свойства: 1, 2 и 3 невозвратны (при уходе из этих точек мы не можем быть абсолютно 

уверены, что вернёмся в них) и имеют период 3, а 4 и 5 возвратны (при уходе из этих 

точек мы абсолютно уверены, что когда-нибудь к ним вернёмся) и имеют период 2. Цепь 

справа имеет ещё одно ребро, делающее всю цепь возвратной и апериодической. 

 

Для возвратного состояния мы можем вычислить среднее время возвратности, которое 

является ожидаемым временем возврата при покидании состояния. Заметьте, что даже 

вероятность возврата равна 1, то это не значит, что ожидаемое время возврата конечно. 

Поэтому среди всех возвратных состояний мы можем различать положительные 

возвратные состояния (с конечным ожидаемым временем возврата) и нулевые 



возвратные состояния (с бесконечным ожидаемым временем возврата). 

 

 

Стационарное распределение, предельное поведение и эргодичность 

 

В этом подразделе мы рассмотрим свойства, характеризующие некоторые аспекты 

(случайной) динамики, описываемой цепью Маркова. 

 

Распределение вероятностей π по пространству состояний E называют стационарным 

распределением, если оно удовлетворяет выражению 

 

 

Так как у нас есть 

 

 

Тогда стационарное распределение удовлетворяет выражению 

 

 

По определению, стационарное распределение вероятностей со временем не изменяется. 

То есть если исходное распределение q является стационарным, тогда оно будет 

одинаковых на всех последующих этапах времени. Если пространство состояний конечно, 

то p можно представить в виде матрицы, а π — в виде вектора-строки, и тогда мы получим 

 

 

Это снова выражает тот факт, что стационарное распределение вероятностей со временем 

не меняется (как мы видим, умножение справа распределения вероятностей на p 

позволяет вычислить распределение вероятностей на следующем этапе времени). Учтите, 

что неразложимая цепь Маркова имеет стационарное распределение вероятностей тогда 

и только тогда, когда одно из её состояний является положительным возвратным. 

 

Ещё одно интересное свойство, связанное с стационарным распределением вероятностей, 

заключается в следующем. Если цепь является положительной возвратной (то есть в ней 



существует стационарное распределение) и апериодической, тогда, какими бы ни были 

исходные вероятности, распределение вероятностей цепи сходится при стремлении 

интервалов времени к бесконечности: говорят, что цепь имеет предельное 

распределение, что является ничем иным, как стационарным распределением. В общем 

случае его можно записать так: 

 

 

Ещё раз подчеркнём тот факт, что мы не делаем никаких допущений об исходном 

распределении вероятностей: распределение вероятностей цепи сводится к 

стационарному распределению (равновесному распределению цепи) вне зависимости от 

исходных параметров. 

 

Наконец, эргодичность — это ещё одно интересное свойство, связанное с поведением 

цепи Маркова. Если цепь Маркова неразложима, то также говорится, что она 

«эргодическая», потому что удовлетворяет следующей эргодической теореме. Допустим, у 

нас есть функция f(.), идущая от пространства состояний E к оси (это может быть, 

например, цена нахождения в каждом состоянии). Мы можем определить среднее 

значение, перемещающее эту функцию вдоль заданной траектории (временное среднее). 

Для n-ных первых членов это обозначается как 

 

 

Также мы можем вычислить среднее значение функции f на множестве E, взвешенное по 

стационарному распределению (пространственное среднее), которое обозначается 

 

 

Тогда эргодическая теорема говорит нам, что когда траектория становится бесконечно 

длинной, временное среднее равно пространственному среднему (взвешенному по 

стационарному распределению). Свойство эргодичности можно записать так: 

 

 

Иными словами, оно обозначает, что в пределе ранее поведение траектории становится 



несущественным и при вычислении временного среднего важно только долговременное 

стационарное поведение. 

 

 

Вернёмся к примеру с читателем сайта 

 

Снова рассмотрим пример с читателем сайта. В этом простом примере очевидно, что цепь 

неразложима, апериодична и все её состояния положительно возвратны. 

 

Чтобы показать, какие интересные результаты можно вычислить с помощью цепей 

Маркова, мы рассмотрим среднее время возвратности в состояние R (состояние 

«посещает сайт и читает статью»). Другими словами, мы хотим ответить на следующий 

вопрос: если наш читатель в один день заходит на сайт и читает статью, то сколько дней 

нам придётся ждать в среднем того, что он снова зайдёт и прочитает статью? Давайте 

попробуем получить интуитивное понятие о том, как вычисляется это значение. 

 

Сначала мы обозначим 

 

 

Итак, мы хотим вычислить m(R,R). Рассуждая о первом интервале, достигнутом после 

выхода из R, мы получим 

 

 

Однако это выражение требует, чтобы для вычисления m(R,R) мы знали m(N,R) и m(V,R). 

Эти две величины можно выразить аналогичным образом: 

 

 

Итак, у нас получилось 3 уравнения с 3 неизвестными и после их решения мы получим 

m(N,R) = 2.67, m(V,R) = 2.00 и m(R,R) = 2.54. Значение среднего времени возвращения в 

состояние R тогда равно 2.54. То есть с помощью линейной алгебры нам удалось 

вычислить среднее время возвращения в состояние R (а также среднее время перехода из 

N в R и среднее время перехода из V в R). 

 

Чтобы закончить с этим примером, давайте посмотрим, каким будет стационарное 

распределение цепи Маркова. Чтобы определить стационарное распределение, нам 

нужно решить следующее уравнение линейной алгебры: 



 

 

То есть нам нужно найти левый собственный вектор p, связанный с собственным вектором 

1. Решая эту задачу, мы получаем следующее стационарное распределение: 

 

 

Стационарное распределение в примере с читателем сайта. 

 

Можно также заметить, что π( R ) = 1/m(R,R), и если немного поразмыслить, то это 

тождество довольно логично (но подробно об этом мы говорить не будем). 

 

Поскольку цепь неразложима и апериодична, это означает, что в длительной перспективе 

распределение вероятностей сойдётся к стационарному распределению (для любых 

исходных параметров). Иными словами, каким бы ни было исходное состояние читателя 

сайта, если мы подождём достаточно долго и случайным образом выберем день, то 

получим вероятность π(N) того, что читатель не зайдёт на сайт в этот день, вероятность 

π(V) того, что читатель зайдёт, но не прочитает статью, и вероятность π® того, что 

читатель зайдёт и прочитает статью. Чтобы лучше уяснить свойство сходимости, давайте 

взглянем на следующий график, показывающий эволюцию распределений вероятностей, 

начинающихся с разных исходных точек и (быстро) сходящихся к стационарному 

распределению: 



 

 

Визуализация сходимости 3 распределений вероятностей с разными исходными 

параметрами (синяя, оранжевая и зелёная) к стационарному распределению (красная). 

 

 

Классический пример: алгоритм PageRank 

 

Настало время вернуться к PageRank! Но прежде чем двигаться дальше, стоит упомянуть, 

что интерпретация PageRank, данная в этой статье, не единственно возможная, и авторы 

оригинальной статьи при разработке методики не обязательно рассчитывали на 

применение цепей Маркова. Однако наша интерпретация хороша тем, что очень понятна. 

 

 

Произвольный веб-пользователь 

 

PageRank пытается решить следующую задачу: как нам ранжировать имеющееся 

множество (мы можем допустить, что это множество уже отфильтровано, например, по 

какому-то запросу) с помощью уже существующих между страницами ссылок? 

 

Чтобы решить эту задачу и иметь возможность отранжировать страницы, PageRank 

приблизительно выполняет следующий процесс. Мы считаем, что произвольный 

пользователь Интернета в исходный момент времени находится на одной из страниц. 

Затем этот пользователь начинает случайным образом начинает перемещаться, щёлкая на 



каждой странице по одной из ссылок, которые ведут на другую страницу 

рассматриваемого множества (предполагается, что все ссылки, ведущие вне этих страниц, 

запрещены). На любой странице все допустимые ссылки имеют одинаковую вероятность 

нажатия. 

 

Так мы задаём цепь Маркова: страницы — это возможные состояния, переходные 

вероятности задаются ссылками со страницы на страницу (взвешенными таким образом, 

что на каждой странице все связанные страницы имеют одинаковую вероятность выбора), 

а свойства отсутствия памяти чётко определяются поведением пользователя. Если также 

предположить, что заданная цепь положительно возвратная и апериодичная (для 

удовлетворения этим требованиям применяются небольшие хитрости), тогда в длительной 

перспективе распределение вероятностей «текущей страницы» сходится к стационарному 

распределению. То есть какой бы ни была начальная страница, спустя длительное время 

каждая страница имеет вероятность (почти фиксированную) стать текущей, если мы 

выбираем случайный момент времени. 

 

В основе PageRank лежит такая гипотеза: наиболее вероятные страницы в стационарном 

распределении должны быть также и самыми важными (мы посещаем эти страницы часто, 

потому что они получают ссылки со страниц, которые в процессе переходов тоже часто 

посещаются). Тогда стационарное распределение вероятностей определяет для каждого 

состояния значение PageRank. 

 

 

Искусственный пример 

 

Чтобы это стало намного понятнее, давайте рассмотрим искусственный пример. 

Предположим, что у нас есть крошечный веб-сайт с 7 страницами, помеченными от 1 до 7, 

а ссылки между этими страницами соответствуют следующему графу. 



 

 

Ради понятности вероятности каждого перехода в показанной выше анимации не 

показаны. Однако поскольку подразумевается, что «навигация» должна быть 

исключительно случайной (это называют «случайным блужданием»), то значения можно 

легко воспроизвести из следующего простого правила: для узла с K исходящими ссылками 

(странице с K ссылками на другие страницы) вероятность каждой исходящей ссылки равна 

1/K. То есть переходная матрица вероятностей имеет вид: 

 

 

где значения 0.0 заменены для удобства на ".". Прежде чем выполнять дальнейшие 

вычисления, мы можем заметить, что эта цепь Маркова является неразложимой и 

апериодической, то есть в длительной перспективе система сходится к стационарному 

распределению. Как мы видели, можно вычислить это стационарное распределение, 

решив следующую левую задачу собственного вектора 



 

 

Сделав так, мы получим следующие значения PageRank (значения стационарного 

распределения) для каждой страницы 

 

 

Значения PageRank, вычисленные для нашего искусственного примера из 7 страниц. 

 

Тогда ранжирование PageRank этого крошечного веб-сайта имеет вид 1 > 7 > 4 > 2 > 5 = 6 

> 3. 

 

 

 

Выводы 

 

Основные выводы из этой статьи: 

• случайные процессы — это наборы случайных величин, часто индексируемые 

по времени (индексы часто обозначают дискретное или непрерывное время) 

• для случайного процесса марковское свойство означает, что при заданном 

текущем вероятность будущего не зависит от прошлого (это свойство также 

называется «отсутствием памяти») 

• цепь Маркова с дискретным временем — это случайные процессы с 

индексами дискретного времени, удовлетворяющие марковскому свойству 

• марковское свойство цепей Маркова сильно облегчает изучение этих 

процессов и позволяет вывести различные интересные явные результаты 

(среднее время возвратности, стационарное распределение…) 

• одна из возможных интерпретаций PageRank (не единственная) заключается в 

имитации веб-пользователя, случайным образом перемещающегося от 

страницы к странице; при этом показателем ранжирования становится 

индуцированное стационарное распределение страниц (грубо говоря, на 

самые посещаемые страницы в устоявшемся состоянии должны ссылаться 

другие часто посещаемые страницы, а значит, самые посещаемые должны 

быть наиболее релевантными) 



 

В заключение ещё раз подчеркнём, насколько мощным инструментом являются цепи 

Маркова при моделировании задач, связанных со случайной динамикой. Благодаря их 

хорошим свойствам они используются в различных областях, например, в теории 

очередей (оптимизации производительности телекоммуникационных сетей, в которых 

сообщения часто должны конкурировать за ограниченные ресурсы и ставятся в очередь, 

когда все ресурсы уже заняты), в статистике (хорошо известные методы Монте-Карло по 

схеме цепи Маркова для генерации случайных переменных основаны на цепях Маркова), 

в биологии (моделирование эволюции биологических популяций), в информатике 

(скрытые марковские модели являются важными инструментами в теории информации и 

распознавании речи), а также в других сферах. 

 

Разумеется, огромные возможности, предоставляемые цепями Маркова с точки зрения 

моделирования и вычислений, намного шире, чем рассмотренные в этом скромном 

обзоре. Поэтому мы надеемся, что нам удалось пробудить у читателя интерес к 

дальнейшему изучению этих инструментов, которые занимают важное место в арсенале 

учёного и эксперта по данным. 

 



4. Как надо увеличить точность прогноза, чтобы
его приемлемый горизонт прогноза вырос в 2 раза?

Динамическая система – объект или процесс, для которого
однозначно определено понятие состояния, как совокупно-
сти некоторых величин в некоторый момент времени. За-
дано начальное состояние, в нулевой момент времени, а так
же описан закон, описывающий эволюцию (изменение) на-
чального состояния с течением времени.
Горизонт прогнозирования - это временной интервал, в пре-
делах которого прогноз выполняется с заданной точностью.

Предположим, что точность определения начальных усло-
вий ∆ << 1, то есть две фазовые точки, расстояние муж-
ду которыми ≤ ∆, различить нельзя. Пусть весь процесс
происходит в конечной области фазового пространства с
характерным размером R ∼ 1.
За время

T ∼ 1

h
ln
R

∆
где h - некоторое число, характеризующее скорость рас-
хождения траекторий, траектории разойдутся на расто-
яние порядка размера системы, предсказать уже ничего
нельзя.
Значит, увеличим время прогноза вдвое и посчитаем, как
изменится ∆. Получится

∆2 ∼ exp (−2hT ) ∼ ∆2

1



Íåáîëüøîå ïîÿñíåíèå ê ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ÎÄÓ:

dx

dt
= λx

Åãî ðåøåíèå x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 áóäåò èìåòü âèä:

x(t) = x0e
λt

Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü ðåøåíèå x̃ ñ âîçìóùåííûì íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì x̃(0) = x0 + δx0, îíî áóäåò èìåòü âèä:

x̃(t) = (x0 + δx0)eλt

Äëÿ ðàçíîñòè ýòèõ ðåøåíèé δx = x̃− x áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

d

dt
δx = λ · δx, δx(0) = δx0

δx(t) = δx0e
λt

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà λ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà è ïðè λ > 0

õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé: çà âðåìÿ

t = 1/λ ðàñõîæäåíèå òðàåêòîðèé óâåëè÷èâàåòñÿ â e ðàç, ýòî âðåìÿ

íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì Ëÿïóíîâà (òàêæå óäîáíî èñïîëüçîâàòü âðåìÿ

t = ln 2/λ, çà êîòîðîå ðàñõîæäåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ â 2 ðàçà); ïðè λ <

0, ñîîòâåòñòâåííî, òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó.

λ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ðåøåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ =
1

t
ln
δx(t)

δx(0)

ïðè ýòîì â ëèíåéíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò δx0 è t è òî÷êè

x0, îêðåñòíîñòü êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ.

1



Â îáùåì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé íà äîñòà-

òî÷íî áîëüøîì âðåìåíè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò çà-

äàííîé òî÷êè x0, ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé

x(t) = F (t;x0) (êîòîðîå ìîæåò, íàïðèìåð, îòâå÷àòü ðåøåíèþ êàêîãî-

òî ÎÄÓ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0) ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæíî îïðå-

äåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ(x0) = lim
t→∞

1

t
ln lim

δx→0
|F (t;x0 + δx)− F (t;x0)

δx
| = lim

t→∞

1

t
ln | ∂

∂x
F (t;x0)|

Â ÷àñòíîñòè, åñëè çàäàíî íåëèíåéíîå ÎÄÓ ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé f

dx

dt
= f (x)

è ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðåñòíîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x0 : f (x0) = 0:

d

dt
δx = f (x0 + δx)− f (x0) = f ′(x0)δx + O(δx2)

òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì t è äîñòàòî÷íî ìàëîì íà÷àëüíîì îòêëîíå-

íèè δx0 âûïîëíÿåòñÿ

δx(t) ≈ δx0 · eλt, λ = f ′(x0)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé x̄(t) = F (t; x̄0) ïðè x̄ ∈ <n
(íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèÿì ñèñòåìû ÎÄÓ) - â òàêîì ñëó-

÷àå ∂
∂x̄F (t; x̄0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð (ò.å. ïðîèç-

âîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ôðåøå), è åñòü ñìûñë ðàññìàòðèâàòü

åãî ñïåêòð - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ñèí-

ãóëÿðíûå ÷èñëà: {σi(t)}. Ñïåêòð Ëÿïóíîâà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

{λi = limt→∞
1
t lnσi(t)}, ïîêàçàòåëåì ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé áóäåò

íàèáîëüøåå ÷èñëî â ñïåêòðå.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû ÎÄÓ ïî ñïåêòðó â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷-

êè ìîæíî ñóäèòü î åå óñòîé÷èâîñòè (âñå ÷èñëà îòðèöàòåëüíû) èëè

íåóñòîé÷èâîñòè (âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû).
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5. Как определяется показатель Ляпунова и что он характе-

ризует?

Динамическая система – любой объект или процесс, для которого однозначно определено

понятие состояния, как совокупности некоторых величин в некоторый момент времени, и задан

закон, описывающий эволюцию начального состояния с течением времени.

Математическая модель динамической системы: введены параметры (координаты), харак-

теризующие в каком-то приближении состояние системы, и указан оператор ϕt, позволяющий

установить изменение координат во времени.

Аттрактор – притягивающее предельное множество.

Странный аттрактор – сложные притягивающие множества в фазовом пространстве рамер-

ности N > 2, допускающие возможность хаотического поведения динамических систем.

Экспоненциальное разбегание фазовых траекторий

Рассмотрим две фазовые точки, расстояние между которыми ∆(0) в начальный момент

времени мало. В момент времени t оно равно ∆(t), причем ∆(t)
∆(0)

∼ eht, где h – некоторое число,

характеризующее скорость разбегания траекторий.

Рис. 1. Фазовые траектории.

В ограниченном фазовом объеме экспоненциальное разбегание приводит к «запутыванию

траекторий».

Показатель Ляпунова

Количественной мерой, характеризующей странный аттракторы, является число Ляпунова

(характеристика экспоненциального разбегания)

λ = lim
t→∞

1

t
ln

∆(t)

∆(0)
.

Например, в трехмерном пространстве существует 4 типа аттракторов, которые определя-

ются показателем Ляпунова λ = (λ1, λ2, λ3):

1



• (λ1, λ2, λ3) = (−, −, −) – устойчивая неподвижная точка;

• (λ1, λ2, λ3) = (0, −, −) – устойчивый предельный цикл;

• (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, −) – устойчивый двумерный тор;

• (λ1, λ2, λ3) = (+, 0, −) – странный аттрактор.
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6. Записать формальное определение эргодичности и про-

комментировать его.

Эргодичность

Пусть фазовый объем сохраняется, движение происходит в некоторой ограниченной области

D с объемом VD, h(x) – некоторая функция. Введем формулы:

h(x) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

h(F t(x))dt,

< h >= V −1D

∫
D

h(x)dV, dV = dx1, ..., dxn.

Будем называть h(x) – среднее по времени, а < h > – фазовое среднее.

Движение называется эргодическим, если для произвольной интегрируемой функции h(x)

и почти всех начальных условий x0 справедливо равенство временных и фазовых средних:

h(x0) =< h > . (1)

Если равенство (1) выполняется для всех (или почти всех) фазовых траекторий динамической

системы, то система называется эргодической.

В эргодической системе относительное время, проведенное фазовой траекторией внутри

некоторой области, равно относительному объему этой области (независимо от выбора началь-

ных условий). Таким образом, траектория эргодической системы будет равномерно и плотно

заполнять всё фазовое пространство D.

Рис. 1. Пример: квазипериодическое движение на поверхности тора (эргодическая траектория

при иррациональном значении отношения частот).
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7. Показать формульно различие между сильным и слабым

перемешиванием.

Перемешивание

Системы, в которых начальный элементарный объем сильно деформируется, выпуская мно-

гочисленные отростки, становящиеся все более тонкими и протяженными. Начальная область

так распределится по фазовому пространству, что ее кусочки можно будет обнаружить в лю-

бой части фазового пространства гиперповерхности (или, для диссипативных систем – в любой

части притягивающего инвариантного множества). Подобное свойство динамической системы

называют перемешиванием.

Рис. 1. Перемешивание.

Если A и B – произвольные малые области, At = ϕt(A), то формально перемешивание

определяется как

lim
t→∞

V (At ∩B)

V (B)
=
V (A)

V (D)
= µ(A).

Рис. 2. Перемешивание (формально).

Пример Гиббса

После перемешивания взятая на пробу капля содержит долю чернил, равную отношению

объема области D0 к объему стакана, независимо от формы и положения D0 и D1.
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Рис. 3. Пример Гиббса.

Определения сильного и слабого перемешивания

Динамическая система {F t} называется сильно перемешивающей, если для любых f, h ∈

L2(M, M, µ)

lim
t→∞

(∫
f(F tx)h(x)dµ(x)−

∫
f(x)dµ(x)

∫
h(x)dµ(x)

)
= 0.

Динамическая система {F t} называется слабо перемешивающей, если для любых f, h ∈

L2(M, M, µ)

lim
t→∞

∣∣∣∫ f(F tx)h(x)dµ(x)−
∫
f(x)dµ(x)

∫
h(x)dµ(x)

∣∣∣ = 0.

Перемешивание vs эргодичность

Динамическая система с перемешиванием эргодична. Обратное неверно: например, движе-

ние на торе с иррациональным отношением частот эргодично, но не перемешивает.
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Пусть 𝑡0, 𝑡1, . . . 𝑡𝑛 точки дискретного времени, такие что 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ∆𝑡𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Пусть 𝑁(∆𝑡𝑘) - двумерная таблица с эмпирическими данными, где каждый элемент

𝑛𝑖𝑗(∆𝑡𝑘) - число наблюдений,в которых произошел переход из состояния 𝑖 в состояние 𝑗

за время ∆𝑡𝑘. Обозначим 𝑛𝑖(𝑡𝑘) - число наблюдений, где объект находился в состоянии

𝑖 в момент времени 𝑡𝑘.

Тогда элементы 𝑝𝑖𝑗(𝑡𝑘) матрицы переходных вероятностей 𝑃 имеют вид

𝑝𝑖𝑗(𝑡𝑘) =
𝑛𝑖𝑗(∆𝑡𝑘)

𝑛𝑖(𝑡𝑘)

Из свойств матрицы переходных вероятностей знаем, что

𝑝𝑖𝑖 = 1 −
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑝𝑖𝑗 ∀𝑖

1



Теорема Куратовского – Понтрягина: 

 

 

 



 

  



Плана́рный граф — граф, который можно изобразить на плоскости без 

пересечений рёбер не по вершинам. Какое-либо конкретное изображение планарного графа 

на плоскости называется плоским графом. Иначе говоря, планарный 

граф изоморфен некоторому плоскому графу, изображённому на плоскости так, что его 

вершины — это точки плоскости, а рёбра — кривые на плоскости, которые если и 

пересекаются между собой, то только по вершинам. Области, на которые граф разбивает 

плоскость, называются его гранями. Неограниченная часть плоскости — тоже грань, 

называемая внешней гранью. Любой плоский граф может быть спрямлён, то есть 

перерисован на плоскости так, что все его рёбра будут отрезками прямых. 

 

Гомеоморфи́зм (греч. ὅμοιος — похожий, μορφή — форма) — взаимно однозначное и 

взаимно непрерывное отображение топологических пространств. Иными словами, 

это биекция, связывающая топологические структуры двух пространств, поскольку, при 

непрерывности биекции, образы и прообразы открытых подмножеств являются открытыми 

множествами, определяющими топологии соответствующих пространств. 

Пространства, связанные гомеоморфизмом, топологически неразличимы. Можно сказать, 

что топология (в общем виде) изучает неизменные при гомеоморфизме свойства объектов. 

В категории топологических пространств рассматриваются только непрерывные 

отображения, поэтому в этой категории изоморфизм является также и гомеоморфизмом. 

 



1 Топологическая энтропия 

Топологическая энтропия — в теории динамических систем неотрицательное 
вещественное число, которое является мерой сложности системы. Пусть задано 
непрерывное отображение T метрического компакта (X, d) в себя. Тогда метрика dn на X 
определяется как 

  (1) 

Иными словами, это максимальное расстояние, на которое орбиты x и y расходятся 
за n итераций. Далее, для заданного ε > 0, говорят, что множество — (n,ε) -отделённое, 
если попарные dn-расстояния между его точками не меньше ε, и мощность 
наибольшего такого множества обозначается через N ( n , ε ). Тогда топологической 
энтропией отображения T называется двойной предел 

  (2) 

Определение формализует следующее нестрогое понятие: для неизвестной начальной 
точки, какое количество информации нужно получить в расчёте на одну итерацию, чтобы 
предсказать большое количество итераций с небольшой фиксированной ошибкой. 

2 Отличие топологической энтропии от метрической 

В теории динамических систем, энтропия динамической системы — число, выражающее 
степень хаотичности её траекторий. Метрическая энтропи описывает хаотичность 
динамики в системе с инвариантной мерой для случайного выбора начального условия по 
этой мере, а топологическая энтропия описывает хаотичность динамики без 
предположения о законе выбора начальной точки. 

3 P.S. Метрическая энтропия 

 



Формула связи между топологической энтропией и
фрактальной размерностью

Выборочная энтропия Шеннона: H(a) = −
N(a)∑
i=1

pilog2pi, где
a - элемент покрытия.

При уменьшении размеров покрытия a → 0 и роста чис-
ла элементов этого покрытия N(a) → ∞ энтропия Шеннона
неограниченно возрастает H(a)→∞. Тогда вводится понятие
верхней и нижней информационной размерности:

dinf = lim
a→0

inf
H(a)

log2
1
a

;

dsup = lim
a→0

sup
H(a)

log2
1
a

.

Энтропия достигает максимального значения при равенстве
вероятностей pi =

1
N (a). Тогда d1 = lim

a→0

log2N(a)

log2
1
a

- фрактальная
размерность (емкость аттрактора).

1



1 Ïðàêòèêà 3

1.1 3. Òðåáîâàíèÿ ê ìàðêîâñêîé ìàòðèöå ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}, n ≥ 0 ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîì ìíî-
æåñòâå S(ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé) íàçûâàåòñÿ (îäíîðîäíîé) ìàðêîâñêîé öåïüþ, åñëè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ki ∈ S
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

P (Xn+1 = k|X0 = k0, ..., Xn = kn) = P (Xn+1 = k|Xn = kn) = P (X1 = k|X0 = kn) (1)

(áóäóùåå çàâèñèò îò ïðîøëîãî ÷åðåç íàñòîÿùåå).
Ïðèìåð. Ïóñòü Xn =

∑n
i=1 ξi, ãäå {ξn} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñ.â. Òîãäà {Xn} -

ìàðêîâñêàÿ öåïü. Äåéñòâèòåëüíî,

P (Xn+1 = k|X0 = k0, ..., Xn = kn) = P (Xn+1 −Xn = k − kn|X0 = k0, .., Xn = kn) = P (Xn+1 −Xn = k − kn) =
= P (ξi = k − kn) = P (X1 = k|X0 = kn) (2)

Âåëè÷èíà pik = P (X1 = k|X0 = i) íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ. Åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà öåïè èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k çà åäèíèöó âðåìåíè. Ìàòðèöà P: (P )ik = pik íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöåé ïåðåõîäà 

p11 p12 ... p1k
p21 p22 ... p2k
... ... ... ...
pk1 pk2 ... pkk


Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ìàòðèöå ïåðåõîäà:

1) Òàê êàê ìàòðèöà îáðàçóåò ïîëíóþ ãðóïïó, òî î÷åâèäíî, ñóììà âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà åäèíèöå.∑
k∈S

pik = 1

2) Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ìàòðèöà ñîñòîèò èç óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé, ñëåäîâàòåëüíî 0 ≤ pik ≤ 1
3) Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò ñîñòîÿíèé i è k.
4) Ñóììà ýëåìåíòîâ â ëþáîé ñòðîêå äîëæíà ðàâíÿòüñÿ 1.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîé ìàòðèöû ñëóæèò:(
1− α α
β 1− β

)
ãäå 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = β = 0 ïîëó÷àåì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.
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Ãðóáîñòü, èëè ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü � âàæíåéøåå óñëîâèå êîððåêòíîñòè çàäàíèÿ
ìîäåëè, à êîððåêòíîñòü çàäàíèå - âàæíåéøåå òðåáîâàíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ: äîñòàòî÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ ãðóáîé ñèñòåìû äîëæíû ïðèâîäèòü ê ñîîòâåòñòâåííî
ìàëûì èçìåíåíèÿì â äèíàìèêå åå ïîâåäåíèÿ. Òîëüêî ãðóáûå ñèñòåìû ìîãóò îïèñûâàòü ðåàëü-
íûå ïðîöåññû. Ïîýòîìó òåîðåìà Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîèñêà
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè, çàäàííûõ óðàâíåíèåì 𝑥′ = 𝑋(𝑥),
ãäå 𝑋(𝑥1, 𝑥2) � C𝑟-ãëàäêàÿ (íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ äî ïîðÿäêà 𝑟) ôóíêöèÿ (𝑟 ≥ 1),
îïðåäåëåííàÿ â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐺 ⊂ R2.

Ââåäåì íà ýòîì ìíîæåñòâå ñëåäóþùóþ íîðìó:

||𝑋||C1 = sup
𝑥∈𝐺

(︀
||𝑋||+ ||𝜕𝑋

𝜕𝑥
||
)︀
.

Â äàííîé íîðìå ìíîæåñòâî ñèñòåì ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷àåì 𝐵 èëè 𝐵𝐺. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ïîëíîå ïî ìåòðèêå, ïîðîæä¼ííîé íîðìîé.

Òàêæå îïðåäåëèì 𝛿-îêðåñòíîñòü ñèñòåìû 𝑋 êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì ̃︀𝑋, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ || ̃︀𝑋 −𝑋||C1 < 𝛿.

Определение. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà𝑋 íàçûâàåòñÿ ãðóáîé â îáëàñòè𝐺, åñëè ∀𝜀 > 0∃𝛿 >
0 :

1. âñå ñèñòåìû â 𝛿-îêðåñòíîñòè ñèñòåìû 𝑋 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû 𝑋;

2. ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåò ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü, ÿâëÿåòñÿ 𝜀-áëèçêèì ê
òîæäåñòâåííîìó (òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ìåíüøå,
÷åì 𝜀).

Åñòåñòâåííî íàëîæèòü íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ ãðàíèöû 𝜕𝐺 îáëàñòè 𝐺, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî â èñõîäíîì îïðåäåëåíèè ãðóáîñòè, à èìåííî: 𝜕𝐺 äîëæíà áûòü ãëàäêîé
çàìêíóòîé êðèâîé, íå êàñàòåëüíîé ê âåêòîðíîìó ïîëþ (êðèâîé áåç êîíòàêòà). Çàìåòèì, ÷òî
â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà êîìïàêòíûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ îáëàñòü 𝐺 ñîâïàäàåò ñî
âñåé ïîâåðõíîñòüþ òàêèì îáðàçîì, êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå âîçíèêàåò.

Теорема Андронова-Понтрягина. Ñèñòåìà 𝑋 ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé â ïëîñêîé îáëàñòè 𝐺
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. íå ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì íà ìíèìîé îñè;

2. íå ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè;

3. íå ñóùåñòâóåò ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â äðóãîå (èëè òî æå ñàìîå) ñåäëî.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü (Ëÿïóíîâà) ôóíêöèè 𝑑(𝑡) � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îïðå-

äåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì 𝜆 = lim
𝑡→∞

1
𝑡
𝑙𝑛|𝑑(𝑡)

𝑑0
|. Ýòî âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü óäàëåíèÿ

äðóã îò äðóãà òðàåêòîðèé. Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îáû÷íî ñâèäåòåëüñòâóåò
î õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñèñòåìû.

Âèäèìî, êàê ðàç ïåðâîå óñëîâèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � óçëû, ôîêó-
ñû, ñåäëà (ïîëîæåíèå "öåíòð"äîñòèãàåòñÿ êàê ðàç ïðè ÷èñòî ìíèìîì ïîêàçàòåëå).

Ìóëüòèïëèêàòîð ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè � â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä â ýòîé òî÷êå.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî êàê îòñóòñòâèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ è ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè � òðàåêòîðèè, êîòîðûå âûõîäÿò
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è ïðèõîäÿò â îäíî è òî æå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ñì. àòòðàêòîð Ëîðåíöà). Ãåòåðîöèêëè÷å-
ñêèå � êîòîðûå âûõîäÿò èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðèõîäÿò â äðóãîå. Ñåïàðàòðèñû
ñåäëà � êðèâûå, êîòîðûå â òî÷êå ïîêîÿ êàñàþòñÿ ïðÿìûõ-àññèìïòîò.

Èç ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ãðóáàÿ ñèñòåìà íà ïëîñêîñòè ìîæåò îáëàäàòü
òîëüêî ãðóáûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (óçëàìè, ôîêóñàìè è ñåäëàìè) è ãðóáûìè ïðåäåëü-
íûìè öèêëàìè. ×òî êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñ ñåäåë, îíè ëèáî àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê óçëó,
ôîêóñó èëè ïðåäåëüíîìó öèêëó, èëè ïîêèäàþò îáëàñòü 𝐺 çà êîíå÷íûé îòðåçîê âðåìåíè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà êàðòèíà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ ãëàäêèõ âîçìóùåíèÿõ. Ïîýòîìó ãðóáûå
ñèñòåìû îáðàçóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå 𝐵𝐺.

Áîëåå òîãî, èç ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà ïîâîðîòå âåê-
òîðíîãî ïîëÿ, ñëåäóåò, ÷òî åñëè 𝑋 íå ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé ñèñòåìîé, òî äëÿ ëþáûõ 𝛿 > 0 ñóùå-
ñòâóåò ãðóáàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ 𝛿-áëèçêà ê 𝑋. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóáûå ñèñòåìû îáðàçóþò
ïëîòíîå ìíîæåñòâî â 𝐵𝐺.

Èç òåîðåìû Àíäðîíîâà�Ïîíòðÿãèíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ãðóáàÿ ñèñòåìà ìîæåò
îáëàäàòü òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò â 𝐺.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1) è (2) òåîðåìû Àíäðîíîâà�Ïîíòðÿãèíà î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ñèñòåìà ãðóáàÿ â 𝐺, îíà äîëæíà îñòàâàòüñÿ ãðóáîé è â ëþáîé ïîäîáëàñòè 𝐺. Ïîýòîìó,
âûáðàâ ìàëóþ îêðåñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè ýòî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêæå äîëæíà áûòü ãðóáîé. Àíàëîãè÷íîå íàáëþäåíèå âåðíî è äëÿ
ãðóáûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî 3-ãî óñëîâèÿ ñì. â
https://www.researchgate.net/publication/259036367_Metody_kacestvennoj_

teorii_v_nelinejnoj_dinamike_Cast_2, ñòð. 30�31.
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Теория 3. Какая теорема обеспечивает гиперболичность ком-
пактной ориентированной двумерной замкнутой поверхно-
сти? Привести формулу.

Характеристика Эйлера-Пуанкаре - целочисленная характеристика топологического
пространства. Эйлерова характеристика пространства 𝑋 обычно обозначается 𝜒(𝑋).

Для того, чтобы вычислить характеристику поверхности, можно:

• Задать ее триангуляцию (эйлерова характеристика не зависит от выбора триангуляции,
является топологическим инвариантом). Для многогранника 𝜒(𝑆) = число вершин −
число ребер + число граней;

Рис. 1: Триангуляция поверхности S

• Для сферы 𝜒(𝑆) = 2;

• Для тора 𝜒(𝑆) = 0;

• Представить поверхность как связную сумму торов. Характеристика Эйлера для связной
суммы 𝑔 торов 𝜒(𝑆) = 2− 2𝑔.

Рис. 2: Связная сумма трех торов, 𝜒 = −4, 𝑔 = 𝛾 = 3

Теорема 3.1 Среди компактных поверхностей гиперболическими являются в точности те,
которые имеют отрицательную 𝜒− характеристику

Род поверхности — топологическая характеристика замкнутой поверхности 𝑆. Определя-
ется как максимальное число замкнутых непересекающихся кривых, не разделяющих поверх-
ность на части.

Род поверхности 𝛾 связан с характеристикой Эйлера: 𝜒 = 2−2𝛾. Таким образом, отрицатель-
ную 𝜒−характеристику имеют поверхности с 𝛾 > 1. Гиперболическими являются все компакт-
ные поверхности за исключением семи следующих: сфера, диск, кольцо, тор, лента Мебиуса,
проективная плоскость и бутылка Клейна
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Грубая или структурно устойчивая система не меняет свой топологический 
тип фазовой диаграммы при “малом шевелении” векторного поля 
динамической системы. 
Пусть дано множество двумерных систем на плоскости, заданных 

уравнением х’=Х(х), где Х(х1,х2) - Сr - гладкая (r≧1) функция, определенная в 

замкнутой ограниченной области G ⊂ R2. 
Определение: Динамическая система Х называется грубой в области G, если 

для любого ε>0 существует такое δ>0, что: 

1. все системы в δ -окрестности Х топологически эквивалентны Х; 

2. гомеоморфизм, который устанавливает эту эквивалентность, является ε 

-близким к тождественному (то есть расстояние между двумя 

соответствующими точками < ε). 

При этом δ -окрестность системы Х как множество всех систем Х1, 

удовлетворяющих условию:  

,  
где на множестве введена норма: 

  
 
 
 













f(p, t) - движение динамической системы, (X, ρ) - произвольное метрическое про-
странство.

Определение 1. Точка p ∈ X, движение f(p, t), полутраектория f(p, I+) (f(p, I−))
называются положительно (отрицательно) устойчивыми по Лагранжу или устойчивыми
L+ (L−), если f(p, I+) (f(p, I−)) - компактное множество, что эквивалентно тому, что
f(p, I+) ∈ K (f(p, I−) ∈ K), где K - компактное множество в X.

Определение 2. Если существуют последовательность tn −→∞, tn ≥ 0, при n −→∞
и точка q ∈ X такие, что f(p, tn) −→ q, то точка q называется ω−предельной точкой дви-
жения f(p, t) (траектории f(p, I), положительной полутраектории f(p, I+)). Множество
ω - предельных точек движения f(p, t) (траектории f(p, I)) называется его положитель-
ным предельным множеством и обозначается Ωp.

Аналогично, если только брать tn −→ −∞, tn ≤ 0, f(p, I−) определяется α−предельная
точка движения f(p, t) и его отрицательное предельное множество Ap. Все ω - предель-
ные и α - предельные точки динамической системы называются ее предельными точками.

Определение 3. Точка p ∈ X и движение f(p, t) называются устойчивыми по Пуассону
при t −→ ∞ (положительно устойчивыми по Пуассону, устойчивыми P+), если p ∈ Ωp,
т.е если p - ω - предельная точка движения f(p, t). Это эквивалентно тому, что движе-
ние f(p, t) бесконечное число раз при сколь угодно больших t пересекает произвольную
окрестность v точки p.

Аналогично, если p ∈ Ap, вводится понятие отрицательно устойчивости по Пуассону
- устойчивости P−.

Определение 4. Точка p ∈ X и движение f(p, t) называются устойчивыми по Пуас-
сону (устойчивыми P ), если они устойчивы P+ и одновременно устойчивы P−.

Свойства устойчивости по Пуассону.

1) Множество устойчивых P+ (P−, P ) точек динамической системы инвариантно. По-
этому можно говорить не только от устойчивых по Пуассону точках и движениях, но и
об устойчивых P+(P−, P ) траекториях.

2) Если точка p ∈ X устойчива P+(P ), то соответствуящая траектория f(p, I) ∈ Ωp

(f(p, I) ∈ Ap).

3) Точка p ∈ X устойчива P+ тогда и только тогда, когда выполнено любое из ра-
венств: Ωp = f(p, I+) или Ωp = f(p, I) и устойчива P− тогда и только тогда, когда
выполнено любое из равенств: Ap = f(p, I−) или Ap = f(p, I).

4) Если движение f(p, t) устойчиво P+, то Ap ⊂ Ωp = f(p, I), если устойчиво P−, то
Ωp ⊂ Ap = f(p, I), если же оно устойчиво P , то Ap = Ωp = f(p, I).

1





Вопрос: 9. Как и почему связаны в перколяционно-клеточном автомате степень пе-

рестановок, простые числа и число ручек, задающих топологию граничных условий?

Результаты вычислительных экспериментов с моделями

Одним из важных итогов этих экспериментов явилось установление эмпирического фак-

та зависимости времени релаксации ПКА (выхода на «плато» динамического равнове-

сия) от топологического рода граничных условий рабочего поля автомата (см. Рис.3).

Рис.3. Зависимость времени выхода на «плато» от рода поверхности (числа «ручек»)𝛾

- с общего старта до состояния равновесия:левый рисунок – 3 ручки; средний - 5 ручек;

правый рисунок – 7 ручек.

Время выхода на «плато» - 𝜏 , отображаемое на графиках в виде числа итераций,

которые помечены соответственно числами 8, 5 и 4, соотносятся соответственно с чис-

лами рода поверхности 𝛾 = 3, 5, 7. Топологический род поверхности 𝛾 визуализуется в

виде разбиения границы на отрезки и их связывания так, как это показано на Рис.4.

Социологически это интерпретируется в виде степени связности социума.
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Рис.4. Перекладывание 3-х подинтервалов – преобразование пучка параллельных от-

резков – как формирование всюду плотных траекторий на компактной 2-мерной по-

верхности рода 3 (тор, приклеенный к кренделю, - см. рисунок справа).

По существу в основе этого перекладывания лежит перестановка степени 3, которая

совпадает с родом поверхности 𝛾 = 3, т.е., к примеру, 1-2-3 переходит в 3-2-1. В итоге

возникает эффект перемешивания влияний цветных клеток ПКА друг на друга, при

этом чем больше связность, т.е. «ручек», тем быстрее происходит перемешивание, и

таким образом, быстрее осуществляется процесс усреднения. Для того, чтобы рабочее

поле имело одну эргодическую компоненту, необходимую для расчёта средних величин,

требуется чтобы степенями перестановок были простые числа, например, как в нашей

серии вычислительных экспериментов – 3, 5 и 7. Для двумерных клеточных автоматов,

в том числе таких как вышеописанный ПКА, доказано, что ПКА как двумерная дина-

мическая система на ориентированной, замкнутой, компактной римановой поверхности

имеет конечную энтропию. Это важно иметь в виду для построения оценок точности

прогноза на основе последовательности конечного множества динамических графиков,

часть из которых моделируется графиком переходного процесса ПКА. Т.е. в случае ана-

лиза точности построения динамических графиков ПКА ни математических ожиданий,

равных бесконечности, ни отсутствия в силу этого дисперсий как для Коши-подобных

распределений не ожидается.
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11. Рассказать об устройстве рабочего поля перколяционно-клеточного автомата и 
прокомментировать пример его прикладнго применения.



Применение клеточных автоматов для 
математического моделирования динамических 
процессов 
Пожалуй наиболее частое и развитое направление применения клеточных 
автоматов — это математическое моделирование динамических 
процессов. При математическом моделировании физических явлений часто 
возникает ситуация, когда рассматриваемую задачу нельзя решить 
аналитически, а расчет ее а виде разностной схемы приводит к появлению 
различного рода неустойчивостей. Ряд проблем возникает при решении 
задач в областях сложной формы.

В процессе описания физического явления при помощи совокупности 
дифференциальных уравнений происходит замена физической реальности, 
часто носящей дискретный характер (молекулы в газодинамике, 
элементарные заряды в электричества и т. д.), непрерывной моделью. При 
переходе к разностным схемам пространство и время в этой непрерывной 
модели делаются вновь дискретными, а после реализации их на компьютере 
все величины рассматриваются с ограниченной точностью.


Отсюда напрашивается вывод о том, что целесообразно сразу строить 
дискретные модели физических явлений. Одним из классов таких моделей 
являются клеточные автоматы.

Разумеется, этот подход не является панацеей и имеет наряду с 
достоинствами ряд серьезных недостатков. Поэтому тем более важно 
выяснить, какова «экологическая ниша» таких моделей, в частности, в 
газовой динамике.

Клеточный автомат представляет собой математическую модель 
физического процесса, в которой время и пространство дискретны 
(совокупность значений, принимаемых пространственными координатами 
называется полем клеточного автомата), а все зависимые величины могут 
принимать конечный набор значений. Клеточный автомат обладает 
свойством локальности, т. е. на каждом временном шаге новое состояние 
некоторой точки зависит лишь от состояния точек в небольшой её 
окрестности. Кроме того, эта зависимость однородна в пространстве в 
каждой точке применяются одни и те же правила.


В настоящее время клеточные автоматы используются, как вычислительный 
инструмент для большого круга различных задач. Они могут упрощать 
расчеты в тех случаях, когда традиционные подходы приводят к сложным и 
требующим большого времени вычислениям.

Вероятно, это послужило основанием для того, чтобы применить 
решеточные газы - один из классов клеточных автоматов - для решения 
задач газодинамики.

 

Одной из первых удачных попыток такого рода был "НРР-газ" (названный по 
первым буквам фамилий своих создателей). Поле этого клеточного автомата 
представляет собой ортогональную решетку (2-х или 3-х мерную). 



Возможные состояния клетки соответствуют наличию в ней частиц, 
движущихся параллельно осям координат (не более одной частицы на 
каждое направление). На каждом временном шаге частица перемещается на 
одну клетку. Столкновения частиц считаются абсолютно упругими.

Несмотря на имеющуюся ярко выраженную анизотропию модели (скорости 
частиц строго параллельны осям координат), макроскопическая картина 
поведения автомата является изотропной.


Тем не менее, двумерный вариант этого, автомата имеет один недостаток, 
который в некоторых случаях является существенным: его 
макродинамическое поведение не удовлетворяет уравнению Навье-Стокса.

Этого недостатка лишен автомат «ТИР-газ», поле которого - гексагональная 
решетка, образованная равносторонними треугольниками. Более высокий 
порядок симметрии обеспечивает выполнение уравнения Навье-Стокса для 
этого клеточного автомата. С другой стороны, особая структура поля 
несколько усложняет его реализацию на компьютере и замедляют 
вычисления.

Газ, описываемый данным клеточным автоматом, естественно, является 
идеальным, т. е. взаимодействие между частицами сводится к упругим 
столкновениям. Последнее исключает возможность моделирования 
газодинамических процессов, в которых вещество существует в различных 
фазах, в частности, процессов, происходящих на границе раздела сред. 
Между тем, при решении подобных задач с помощью разностных методов 
возникают трудности, подчас непреодолимые, и использование в этом 
случае клеточных автоматов могло бы быть вполне уместным.


Одним из существенных недостатков всех этих моделей является их 
принципиальная изотермичность.

Решеточные газы не являются единственным классом клеточных автоматов 
при помощи которых можно моделировать процессы в газах.


Влияние на развитие наук 
Хотя игра состоит всего из двух простых правил, тем не менее она более 
сорока лет привлекает пристальное внимание учёных. Игра «Жизнь» и ее 
модификации повлияла (в ряде случаев взаимно) на многие разделы таких 
точных наук как математика, информатика, физика. Это, в частности:

• Теория автоматов,

• Теория алгоритмов,

• Теория игр и математическое программирование,

• Алгебра и теория чисел,

• Теория вероятностей и математическая статистика,

• Комбинаторика и теория графов,

• Фрактальная геометрия,

• Вычислительная математика,

• Теория принятия решений,

• Математическое моделирование.


Кроме того, многие закономерности, обнаруженные в игре, имеют свои 
аналогии в других, подчас совершенно «нематематических» дисциплинах. 



Вот список наук, теории которых имеют интересные точки соприкосновения 
с феноменами «Жизни»:


 

• Кибернетика. Сама игра является удачной попыткой Конвея доказать 

существование простых самовоспроизводящихся систем.

• Биология. Внешнее сходство с развитием популяций примитивных 

организмов впечатляет.

• Физиология. Рождение и смерть клеток аналогичны процессу 

возникновения и исчезновения нейронных импульсов, которые и 
формируют процесс мышления. А также аналогичны созданию 
импульсов в нервной системе многоклеточных организмов.


• Астрономия. Эволюции некоторых сложных колоний удивительным 
образом схематично повторяют этапы развития спиралевидных 
галактик.


• Физика твёрдого тела. Теория автоматов вообще и игра «Жизнь» в 
частности используются для анализа «явлений переноса» — диффузии, 
вязкости и теплопроводности.


• Квантовая физика. Поведение «жизненных» ячеек (рождение новых и 
взаимное уничтожение) во многом напоминают процессы, 
происходящие при столкновении элементарных частиц.


• Наномеханика. Стационарные и пульсирующие колонии являются 
показательным примером простейших устройств, созданных на основе 
нанотехнологий.


• Электротехника. Правила игры используются для моделирования 
самовосстанавливающихся электрических цепей.


• Химия. Конфигурации, подобные строящимся в игре, возникают во 
время химических реакций на поверхности, в частности в опытах М. С. 
Шакаевой возникают движущиеся молекулярные конструкции 
аналогичные «жизненному» планеру. Также предпринимаются попытки 
объяснить периодические химические реакции с помощью 
многомерных клеточных автоматов. Самоорганизацией элементарных 
частиц также занимается супрамолекулярная химия.


• Социология. Процессы доминации, вытеснения, поглощения, 
сосуществования, слияния и уничтожения популяций во многих 
аспектах схожи с явлениями, происходящими при взаимодействии 
больших, средних и малых социальных групп.


• Философия. Приведённый список примеров снова наводит на мысль, 
что всё во Вселенной развивается по одним и тем же нескольким 
фундаментальным законам, пока ещё не познанным человеком.


Возможно, эта игра связана и с другими научными явлениями, в том числе и 
с теми, о которых современной науке пока неизвестно. Также возможно, что 
не открытые на сегодня законы Природы и Общества станут более 
понятными благодаря «Жизни» и ее модификациям.
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Фазовое пространство — пространство, каждая точка которого соотвест-
вует одному и только одному состоянию из множества всех возможных состоя-
ний систем (состояние — точка фазового пространства).

Динамическая система — множество элементов, для которого задана функ-
циональная зависимость между временем и положение в фазовом пространстве
каждого элемента системы.
Более строго: динамической системой, заданной на гладком многообразии X,
называется отображение g : R×X → X, записываемое в параметрическом виде
gt(x), где t ∈ R, x ∈ X, которое является дифференцируемым отображением.

Диффеоморфизм — взаимно однозначное и гладкое отображение, обрат-
ное к которому тоже является гладким.

Грубая динамическая система:

• (из слайда Шведовского)
На плоскости задано множество двумерных динамических систем:Dx/dt =
X(x), где X(x1, x2) — Cr - гладкая (r ≥ 1) функция, определенная в за-
мкнутой ограниченной области G ⊂ R2.
Динамическая система X(x) называется грубой в области G, если для
любого ε > 0 существует такое δ > 0, что все системы в δ-окрестности
X топологически эквивалентны X и гомеоморфизм, который устанавли-
вает эту эквивалентность, является ε-близким к тождественному (то есть
расстояние между двумя соответствующими точками меньше, чем ε)

• (из учебника Андронова)
это система дифференциальных уравнений, у которой топологическое по-
ведение траекторий не меняется при малых возмущениях правой части.

Стивен Смейл доказал в 1965 году, что при размерности фазового простран-
ства n ≥ 3 существуют динамические системы (диффеоморфизм трехмерного
тора), в окрестности которых нет ни одного структурно устойчивого (грубого)
диффеоморфизма.

Это означает, что на четырехмерном многообразии имеется векторное поле,
которое нельзя сделать структурно устойчивым посредством малого шевеления.

Это разрушило надежды математической общественности на построение клас-
сификации "грубых систем"для размерности фазового пространства n ≥ 3.
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